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Массовая замена традиционных деревянных окон­
ных рам пластиковыми стеклопакетами неизбежно ве­
дёт к снижению производства и продаж когда­то весьма 
необходимого товара – бумажной полоски для оклей­
ки окон перед наступлением сурового зимнего перио­
да. Не исключено, что в скором будущем такое понятие 
вообще исчезнет из обихода, ибо технический прогресс 
не остановишь. и потому вот совет читателям: пока 
не поздно, срочно бегите в ближайший хозяйственный 
магазин и приобретайте сей великолепный геометри­
ческий инструмент!

Это не оговорка. с помощью длинной и не очень 
широкой полоски из тонкой бумаги1 можно не толь­
ко решать многие геометрические задачи на постро­
ение, но и некоторые такие, которые с помощью  
«классического» набора чертёжных приспособлений 
(т.е. циркуля и линейки без делений) вообще неразре­
шимы! Мы же будем использовать её совсем необыч­
ным образом – в качестве итератора.

а что такое «итератор»? Это приспособление, по­
средством которого можно выполнять так называе­
мые итерации, т. е. последовательные приближения 
к нужному результату2. Но как можно для таких целей 
приспособить бумажную полоску? сейчас увидим.

сначала изложим предысторию. Много лет назад 
автору этой статьи встретилось в одной из книг клас­
сика популярной математики Мартина гарднера опи­
сание гексафлексагона. Увы, в те времена журнал 
«Квантик» ещё не выходил и не было возможности 
просто взять готовую развёртку3 и склеить её в нуж­
ном месте. Ничего не оставалось, кроме как следо­
вать указаниям гарднера, который утверждал, что 
лучшим исходным материалом для этого является 
именно бумажная лента для оклейки окон4, но пред­
варительно «разделённая» с помощью перегибов 
на  правильные треугольники (рис. 1).

Полоска, к счастью, нашлась. теперь, если бы под 
рукой имелся минимальный набор чертёжных ин­
струментов (хотя бы линейка и карандаш, ну и каль­
кулятор не помешал бы), разбить полоску нужным  
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1 «типовая» полоска для 
оклейки окон имеет ширину 
5 см, а длина её, согласно дей­
ствующим стандартам, не ме­
нее 70 см (хотя может быть и 
больше метра – это зависит от 
завода­изготовителя).

2 строго говоря, смысл сло­
ва «итерация» подразумевает 
лишь неоднократное повторение 
некоторой процедуры без какой­ 
либо гарантии успеха. Но в на­
шем случае успех придёт!

3 такая развёртка имеется 
в «Квантике» № 4 за 2012 год.

4 Вообще­то, М. гарднер упо­
минал не ленту для оклейки 
окон, а ленту для чеков. – Прим. 
ред.

Рис. 1
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образом проблем бы не составило. Однако ничего  
подобного в обозримой окрестности не наблюдалось. 
Пришлось поступить следующим образом (см. рис. 2, 
где буквами обозначены все характерные точки). 
а именно: сначала я перегнул полоску по линии А

1
А

2
 

так, чтобы угол А
2

 А
1
М был по возможности ближе 

к 60О. если бы удалось перегнуть точно по углу 60О, 
проблема была бы решена: как выполнить последу­
ющие перегибы и получить разбивку полосы на пра­
вильные треугольники – ясно каждому. Но точнос ти 
ожидать не приходилось. Пришлось исхитряться 
и действовать так. Будем «плясать» не от острого угла 
А

2
 А

1
 М, а от внутреннего одностороннего с ним угла 

А
1 
А

2
 N. ясно, что он тупой, и хотелось бы, чтобы он 

был как можно ближе к 120О. тупой угол получить, 
разумеется, легко, а что касается его близости к нуж­
ной величине, то это весьма проблематично и силь­
но зависит от индивидуальных свойств исполнителя. 
Поэтому будем считать, что  А

1
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2
 N = 120О

 + Δ, где Δ – 
некоторая неизбежная погрешность (положительная 
или отрицательная). Далее перегнём полоску, что­
бы совпали линии А

2
 N и А

2
 А

1
, получив при этом от­

резок А
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3
. ясно, что А
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3
 – биссектриса угла А

1
 А

2
 N, 

вследствие чего  А
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 А
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 =  А
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2

 N = 
1
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1

 А
2
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В таком случае  А
2

 А
3

 М = 180О
 –  А

3
 А

2
 N = 120О

 – . 

Как видим, получился угол, который отличается 
от желанных 120О на вдвое меньшую величину, чем 
исходный угол А

1
 А

2
 N (отличается, правда, в другую 

сторону, но какая, в принципе, разница?). если те­
перь перегнуть полоску так, чтобы совпали линии 
А

3
М и А

3
 А

2
 (и при этом получился отрезок А

3
 А

4
), то но­

вый угол А
3

 А
4
N будет отличаться от 120О лишь на . 

Ну и так далее. сделав несколько перегибов, мы неиз­
бежно добьёмся того, что очередной угол будет отли­
чаться от 120О на ничтожно малую величину, и даль­
ше пойдут практически правильные треугольники!

Другой вопрос – сколько перегибов для это­
го потребуется? если, скажем, штук пятьдесят, то  
длины полоски просто не хватит. что ж, давайте оце­
ним это значение. Знающие тригонометрию смогут  Рис. 2
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выполнить вычисления легко и без проблем, мы же по­
пробуем обойтись не столь тяжёлой артиллерией. Наша 
цель – «цепочка» правильных треугольников с высо­
той 5 см (ибо такова ширина полоски). У такого тре­
угольника длина стороны, как известно, составляет

5 :  ≈ 5,77 см. Мы же стартуем с заведомо непра­

вильного треугольника. Какова здесь может быть по­
грешность? Наверняка первая же сторона первого
треугольника не меньше ширины полоски, т.е. тех 
же 5 см (это если угол А

1
 А

2
 N прямой, что, конечно,

сомнительно, но мы намеренно ставим себя в наихуд­
шие начальные условия). По мере снижения откло­
нения получающихся углов от 120О стороны образу­
ющихся треугольников будут всё ближе подходить 
к нужному нам значению 5,77 см. Будем считать, что 
при уменьшении отклонения угла вдвое отклонение 
стороны также снижается примерно вдвое. Вообще­то 
это неверно5, но для оценки сойдёт. 

итак, первоначальное отклонение составляет не 
более 5,77 – 5 = 0,77 см. а какое отклонение можно 
считать практически нулевым? Поскольку речь идёт 
о перегибах полоски, естественным критерием слу­
жит её  толщина – при перегибах она имеет суще­
ственное значение. толщину полоски определить не­
трудно, взяв стопку из полосок (бумага для оклейки 
окон как раз в стопках и продаётся), измерив её тол­
щину и поделив на количество полосок. Получаем, 
что она близка к 0,01 см.

 следовательно, необходимо уменьшить погреш­
ность в 0,77 : 0,01 = 77 раз. Поскольку мы приняли,
что при каждом перегибе она снижается вдвое,  
а 27

 = 128 > 77, то должно хватить лишь семи пере­
гибов6. На полоске это займёт совсем немного места, 
и останется вполне достаточная длина, чтобы полу­
чить нужное количество правильных треугольников 
для гексафлексагона.

Вот так буквально на пустом месте мы получили 
нужный результат. Бумажный итератор проявил себя 
безупречно.

Как ни странно, именно эта идея – перегибы по бис­
сектрисам – позволяет получить и другие углы, не толь­

5
 такое предположение ста­

новится приближённо верным, 
только когда отклонение угла 
становится достаточно малым.

6
 Расчёт с использованием 

отвергнутой нами тригономе­
трии показывает, что хватило 
бы восьми перегибов – практи­
чески то же самое.
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Рис. 3
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ко равные 60O. В самом деле, давайте, как и прежде, на­
чав от произвольного тупого угла А

1
 А

2
 N, построим пе­

регибанием его биссектрису А
2

 А
3
, а затем – биссектрису 

угла А
3

 А
2

 N. Получившийся новый угол А
4

 А
2

 N будет ра­
вен лишь четверти угла А

1
 А

2
 N. Далее аналогичным об­

разом получим четверть угла А
2

 А
4
М и так далее (рис. 3).

через несколько итераций процесс практиче­
ски «сойдётся», т.е. получающиеся углы будут со­
впадать (причины тому – те же, что и в самой первой 
рассмот ренной задаче; можете в этом убедиться сами, 
написав соответствующие формулы). Как бы опре­
делить их значения? Это несложно. Рассмотрим две 
последовательные линии сгиба PQ и QR после того, 
как выполнено очень много перегибов, и ситуация 
«стабилизировалась» (рис. 4). 

Пусть PQN = ϕ. так как угол RQN есть четверть 
угла PQN, то RQN = . Поэтому внутренний односто­
ронний с ним угол QRM равен: QRM = 180O

 – RQN =
= 180O

 – . Но в силу «стабилизации» угол QRM равен 
углу PQN, т.е. тому же ϕ! следовательно, 180O

 –  = ϕ, 
откуда ϕ = 144O и RQN = 36O. Мы получили весьма 
примечательный угол 36O, возникающий при построе­
нии правильного пятиугольника, и притом весьма 
простым способом.

Можно использовать ту же идею, если (см. опять 
рис. 3) делить пополам не угол А

3
 А

2
 N, а угол А
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 А
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 А
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(и так далее в том же духе), т. е. каждый новый угол 
составит не четверть, а три четверти предыдущего. 
В этом случае получаем такое «предельное» равен­

ство: 180O –  = ϕ, и тогда ϕ = 180O  4
7. Как видим, здесь 

мы имеем дело с делением окружности на семь равных 
частей, чего «классическими» средствами получить 
вовсе невозможно.

Дальнейшие рассуждения существенно расширя­
ют простор для комбинаций. Во­первых, можно делить 
углы не на 4, а на 8 и более частей. а можно действо­
вать похитрей – скажем, делить углы попеременно 
на две и на 4 части или два раза на две, а потом один раз 
на четыре и так далее. то есть возможности здесь без­
граничны. так что запасайтесь полосками, дорогие чи­
татели! В крайнем случае сгодятся для оклейки окон.

Рис. 4
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